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1
(Pour que thr11 (1- X)ln(l — X?) existe, 'astuce consiste ici a prendre comme pri-
T

mitive de xl celle qui s’annuleen x =1, c-a-d 1 — %
Ona lim (1— l)1 (1 - X2) =0et_lim (1 - —)ln(l ~-X?)=0
X—1- X
Tn(
Par conséquent, / al et / (1--= _7dx sont de méme nature. On a
d’autre part
I X1—1 2 = [ 2= 2
R L B

Lin(1 — 22)
I= /0 de = —2In(2).

3.1 Intégrales généralisées des fonctions a valeurs positives

On se place sur I = [a,b] (avec —o0 < a < b < +o0) et se donne une fonction f
X

localement intégrable sur cet intervalle. On désigne pose F : x — / f(#)dt
a

PROPOSITION
Si f est a valeurs positives et si / f(x)dx converge, alors / f(x)dx > 0.

Démonstration: Se déduit de la définition, des propriétés des limites et du résultat ana-
logue sur les intégrales de Riemann des fonctions continues.

On rappelle que si F est une fonction croissante de I = [«, b[ dans R, elle admet alors
une limite finie en b si, et seulement si, elle est majorée. Dans le cas ot1 elle est majorée,
ona:

lim F(x) = sup F(x)

x—b x€la,b]
et dans le cas contraire, on a lin}] F(x) = +oo.
X—

Comme conséquence de ce résultat, on a le suivant.

PROPOSITION
Si f esta valeurs positives, alors l'intégrale de f sur [a, b[ est convergente si, et seulement
si, la fonction F est majorée.

Démonstration: Comme f est positive, la primitive F est une fonction croissante et elle a
une limite finie en b si, et seulement si, elle est majorée.
Si F n’est pas majorée, on a alors liIJrrl F(x) = Hoco. n
X—r+00

b
Pour f a valeurs positives : en cas de divergence on a / f(H)dt = 2111 F(x) = 400
Ja X 00

b

et en cas de convergence, on notera naturellement / f(t)dt < +oo.
a

REMARQUE

Le cas d'une fonction f a valeurs négaitives se ramene a celui d"une fonction positive en
étudiant g = —f.

On déduit du résultat précédent un théoréme de comparaison analogue a celui ob-
tenu pour les séries numériques.
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COROLLAIRE (1)
Soient f, ¢ deux fonctions definies, localement intégrables sur [a,b], & vaeurs réelles

positives et telles que :
Vx € [a, b, f(x) < g(x).

1) La convergence de l'intégrale de g sur [4, b[ entraine la convergence de l'intégrale de
fsur [a, b avec:

/ﬂbf(x)dx < /ab g(x)dx.

2) La divergence de l'intégrale de f sur [4, b] entraine la divergence de l'intégrale de g
sur [a, bl.

X X
Démonstration: En notant F(x) = / f(t)dt et G(x) = / g(t)dt pour tout x dans [a, b],
a

ona F(x) < G(x) pour tout x dans [, 0.
Si l'intégrale de g sur [a, D[ est convergente la fonction G est alors bornée et il en est
de méme de la fonction F de sorte que l'intégrale de f sur [a, b[ est convergente.
Sil'intégrale de f sur [a, b[ diverge alors lin}i F(x) = +ooet lirr;) G(x) = +oco de sorte
X— X—

que l'intégrale de g sur [a, b est aussi divergente. n
EXEMPLE. L'intégrale de f : x — e est convergente sur | — 0o, +oo].

La fonction étant paire, il suffit d’étudier la convergence en +-co.
Pour toutx > 1onax? > xet:

X e 1 _p X _p
F(x):/ e dt:/ e dt+/ e " dt
0 0 1

1 5 x 1 5
g/ e’tdt—i—/ e*fdtgf e Fdt+1.
0 1 0

La fonction f étant positive, il en résulte que F est croissante et majorée, elle admet donc
une limite en +oo.

—+o0
On montrera plus loin que / e dt = VT

1 1
EXEMPLE. Lintégrale / ———dx est divergente.
Jo sin(x)

Pour x €]0,1],ona 0 < sin(x) < x d’out
1 1
/ g < / LY
x t x sin(t)
1 1 1
et 'intégrale / ———dx diverge comme / d—x
0 sin(x) 0 X
On déduit du corollaire 2 :
COROLLAIRE (2)

Soient f, ¢ deux fonctions definies, localement intégrables sur [a,b], a vaeurs réelles
positives et telles que il existe deux constante > 0, C; et C; telles que

Vx € [a, b], C1.8(x) < f(x) < Ca.g(x).
b b
Alors/ f(x)dx et/ g(x)dx sont de méme nature.
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DEFINITION
On dit que les fonctions f et g, définies sur [a, b[, sont équivalentes quand x tend vers b
s'il existe une fonction e définie sur un intervalle [a, D[ telle que :

Vx € [a, b], f(x) = g(x)(1+e(x)),

lime(x) = 0.
x—b

On note alors f v 8

REMARQUE
Dans le cas ot la fonction g ne s’annule pas au voisinage de b, on a

f)
frpg = Imem =t

L'utilisation de développements limités permet parfois d’obtenir des équivalents.

COROLLAIRE (3)
Soit f, g deux fonctions definies et localements intégrables sur [a, ], a valeurs dans R
et telles que f 8 Les intégrales de f et ¢ sur [a, b[ sont de méme nature. En cas de

Convergence, ona:
b b
/ Ftydt ~ / 2 (t)dt

et en cas de divergence :

[ fwa~ [

Démonstration:

Comme f ~8 il existe une fonction e définie sur un intervalle [a, b] telle que lin}] e(x)=0
X—r

et f(x) = g(x)(1+¢e(x)) pour tout x € [a,b[. On peut alors trouver ¢ € [ab] tel que :

1 1
Vx € [c, b, —5 < e(x) < 5

Il en résulte alors, puisque f et g sont & valeurs positives, que :

vx e fe, b, 38(x) < f(x) < 23(x)

par suite, d’apres le corollaire 2, Les intégrales de f et g sur [a, b[ sont de méme nature.

EXEMPLE. Soit f : [0,4+oo[— R, définie par f(x) = o \/E—i—lcos(x) T La fonc-

tion f est continue donc localement intégrable et gl}ri (1+x%)f(x) = 1donc f 8
X o0 (o)

ou g(x) = L Alors /+oo ax dx
S =1 0 x2+4/x+cos(x)+1 1+x2

est

+00
converge, puisque /
0

convergente.
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3.42 COROLLAIRE (4)
Soitb € Ret f : [a,b[— R4 localement intégrable.
On suppose qu’il existe & > 0 et £ € Ry U {+oo} tels que

lim (b — )" (x) = ¢

b
1) Sia <1etl € [0,400], alors / f(x)dx est convergente.
a

b
2) Sia > 1etl > 0,alors / f(x)dx est divergente.
a

Démonstration: 1) Par hypothese il existe ¢ € [a, b[ tel que pour tout x € [a,b[ on a

0+1

0 f(0) < gy

Comme « < 1, 'intégrale de Riemann / ’ dix = / e d—u converge, il en est de
’ & c (b—x)  Jo u® 8¢

b
mémede/ f(x)dx.

2) Par hypothese il existe ¢ € [a, b] tel que pour tout x € [a,b[ on a

@) 2 e si el o]

flx) > (b_lx)“ §i £ = oo

Comme « > 1, I'intégrale de Riemann /b dx /b_c du diverge, il en est de
i T o ’

© - & c (b—x)" 0 ud &

b
méme de/ f(x)dx. n
a
1 —
3.44 EXEMPLE. Soit0 < a < let f : [a,1[— R_ définie par f(x) = xlnxx.

i

1— 1-
La fonction f est continue et lim (1 — x)%f(x) = lim ﬂ ( x) =0
x—1- x—1- X In x

vi—X

1
xInx

a
Comme & = % < let? =0, dapres le corollaire / dx est convergente.
a

3.45 COROLLAIRE (5)
Soit f : [a, +co[— R localement intégrable.
On suppose qu’il existe « > 0 et £ € Ry U {+oo} tels que

. x _
xgrfoox flx) =¢.

b
1) Sia > 1etl € [0, +c0], alors / f(x)dx est convergente.
a

b
2) Sia <letf>0, alors/ f(x)dx est divergente.
a
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Démonstration: 1) Par hypothese il existe ¢ € [a, b[ tel que pour tout x € [a,b[ on a

{+1
0< f(x) < s

. . +oo dx )
Comme a > 1, lintégrale de Riemann / o converge, il en est de méme de
c

/a+oof(x)dx.

2) Par hypothese il existe ¢ € [a, b] tel que pour tout x € [a,b[ on a

f(x) > é si ¢ €]0,+oo[

=

flx)> L si £ = +4oo

xDé
+o0 dx +o0
Comme « < 1,I'intégrale de Riemann /C o diverge, il en est de méme de ’ f(x)dx.
|
3.47 EXEMPLE ( INTEGRALES DE BERTRAND GENERALISEE EN +00). Soita, 8 € Retp € IN.
On définit les logarithmes logarithmes itérés, par récurrence sur p € IN*, In, par:sip =1,
In; est la fonction logarithme In usuelle; si p > 2, In;, est la fonction x + In(In,_1(x))

définie sur ey, +-co[ olie; = 0 ete, = e7~! pour p > 2.
Chaque fonction lnp est de classe C®, strictement croissante sur ]ep, +oo[, de limite +oc0

en +oo, et pour p > 2, la dérivée de In,, est la fonction x — a1 (x)"
nix... I'lp_l

Maintenant pour &, f € R* et p € IN*, on définit
1

foap: lept1, +oo[— R, x

x¥Ingx ... In,_1x(In,x)P

oo x=71letp>1

Alors / fpa,p(x)dx converge si et seulement si ¢ ou
2 x>letpeR

En effet,

X
1) Sia = 1.0na/ forp(x)dx = {
€p+2

converge si et seulement si § > 1.

1 1—a 1
A ((In,X -1) sia#1 _, [T
1= (Inp X) ) : f .D’ou foa,p(x)dx
Inp, 11 (X) sia =1 Kan

1 -1
2) Sia >1, 0(—2&— >1et? 5 > 0. On a alors, par les croissances comparées
lim x'7 f,14(x) = lim ! 0
1, = a— =Y
xtoo pip X+oo lelnlx...lnp_lx(lnpx)ﬁ

+o00
D’apres le corollaire précédent, / fpap(x)dx est convergente.
€p+2

1 -1
3) Sia <1, “; <let? 5 < 0. On a alors, par les croissances comparées
lim x%lf (x) = lim ! +o0
1, = a— = :
X0 pLp Rl Sl 1T An,_1x(Inyx)P

+o00
D’apres le corollaire précédent, fpap(x)dx est divergente.
Ep+2

3.48 REMARQUE too a=1letpf>1

En particulier si p = 1alors / m converge si et seulementsi ¢ ou
x*(Inx

‘ a>1letpecR
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3.2 Critere de Cauchy. Convergence absolue.

On va maintenant examiner le cas des fonctions qui ne garde pas (nécessairement)
un signe constant. On rappelle le critére de Cauchy pour les limites de fonctions :

THEOREME (CRITERE DE CAUCHY POUR LES LIMITES DE FONCTIONS )
Soit F : [a,b[— R une fonction. La fonction F admet une limite finie lorsque x € [a, b]
tend vers b si et seulement si tout € > 0 il existe ¢ € [a, b] tel que, pour tout X, X

c<X<X <b = |[FX)-FX)|<e

Tout d’abord voyons comment le critere de Cauchy pour les fonctions nous fournit
un critére de convergence des intégrales généralisées.

THEOREME (CRITERE DE CAUCHY)

Soient —co < a < b < 40 et f une fonction localement intégrable sur [a, b|. L'intégrale
de f est convergente sur [a, b[ si et seulement si pour tout € > 0il existe unréel c € [a, b]
tel que, pour tout X, X' :

X/
c<X<X <b = ’/ f(t)dt‘ge.
Jx

Démonstration: 1l s’agit simplement du critere de Cauchy pour les limites de fonctions a
x /

X
F définie par F(x) = / f(t)dt, dot F(x) — F(x') = / f(t)dt et le Cauchy pour les
a

X
limites de fonctions nous assure de 1’existence de la limite en b. ™

DEFINITION
L'intégrale de f sur [a, b] (a valeurs réelles ou complexes) est dite absolument conver-

b
gente si/ |f(t)|dt < +oo.
a

On dispose du résultat suivant.

THEOREME
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[ avec —oco < a < b < +c0. Si l'intégrale de
f sur [a, b est absolument convergente elle est alors convergente et on a :

| x| < [ 1fo

Démonstration: Comme —|f| < f < |f|, on déduit que 0 < f + |f| < 2|f], ce qui implique

b
la convergence de / (f + |f])(x)dx, par conséquent
a

[ s = [+ 1 [ 10l

est convergente.

De —|f| < f < |f|, on déduit que — [ |f(x)|dx < [’ f(x)dx < [ |f(x)|dx, par suite

| " fgax] < [ 1o
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REMARQUE
Ce résultat peut aussi se montrer en utilisant le critere de Cauchy comme suit.
Pour tous x < y dans [a,b[ona:

[ o) < [

b
De la convergence de / |f(t)|dt on déduit que pour tout € > 0 on peut trouver ¢ € [«, b|
a

Y Y
tel que pourc < x <y < bon ait/ |f(t)|dt < e ce qui entraine |/ f(t)dt| < e.Le
X X

critere de Cauchy permet alors de conclure.

00 o —+o00
sin(x) dx et / cos(x) dx sont ab-
x% 1 x*

EXEMPLE. Pour tout réel « > 1. les intégrales /
1

solument convergentes.

dx
Ceci résulte de la convergence des intégrales de Riemann / —, poura > Tletde:
sin(x) cos(x)
X« X

1
<

et

1
Vx > 1, < = —.
x% x%

dx sont conver-

, e sin(x o cos(x
EXEMPLE. Pour tout & > 0 les 1ntégrales/ xg‘ )dx et/ x‘E‘ )
1 1

gentes.

® gin(x) T cos(x)

dx s’obtient de la méme

+
On va traiter le cas de / dx celui de /
1 1

maniere. Une intégration par parties donne, pour tout réel x > 1:

sin(t) cos(x) X cos(t)
/1 S 4t = cos(1) — S22V 4 /1 dt.

P XX o+l
Comme .
x
lim cos(x) = lim — =0
x—+oo  x% x—+o0 X
T cos(x , o +o sin(x)
et / TS dx converge absolument (I’exemple précédent), donc /1 v dx est

convergente.
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